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1. Комплексні числа й дії над ними 
1.1. Поняття комплексного числа 

Основне 
поняття Означення 

Комплексне число 
iyxz   

zx Re  – дійсна частина z , zy Im  – уявна частина z , 
i  – уявна одиниця ( 12 i ) 

Рівність 
комплексних чисел 11 iyx  22 iyx     2121 ; yyxx   

Модуль 
комплексного числа 

22 yxzr   

Комплексно-
спряжене число 

iyxz   

Зображення 
комплексного числа 

 
 

 

Головне значення 
аргументу 

 
zarg , де  zarg  
















22

22

sin

,cos

yx
y

yx
x

 




































0,0,
2

,0,0,
2

,0,0,arctan

,0,0,arctan

,0,arctan

yx

yx

yx
x
y

yx
x
y

x
x
y

 

Множина значень 
аргументу 

Arg  kkz ,2 Z 

Формула Ейлера  sincos ie i  
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1.2. Форми запису і дії над комплексними числами 

 
Форма 

 
 

Операція 

Алгебраїчна 
111 iyxz   
222 iyxz   

Тригонометрична 
)sin(cos 1111  irz  
)sin(cos 2222  irz

 

Показникова 
1

11
 ierz  

2
21

 ierz  

Додавання 
 )( 2121 xxzz  

)( 21 yyi   ― ― 

Множення 
 )( 212121 yyxxzz

 
)( 1221 yxyxi   

 )(cos( 212121 rrzz
 

))sin( 21  i  

)(
2121

21  ierrzz  

Ділення 


22

21

2

1

zz
zz

z
z  






2
2

2
2

2121

yx
yyxx  

2
2

2
2

2121

yx
yxxyi




  

 )(cos( 21
2

1

2

1

r
r

z
z  

))sin( 21  i  

)(

2

1

2

1 21  ie
r
r

z
z  

Піднесення 
до степеня ― )sin(cos  ninrz nn

 
 innn erz  

Добування 
кореня ― 





n

krz nn 2(cos  

)2sin
n

ki 
 , 

1,...,2,1,0  nk  

),2exp(
n

kirz nn 


1,...,2,1,0  nk  

 
2. Функції комплексної змінної 

 
2.1. Деякі елементарні функції комплексної змінної 

 
Назва  

 
Означення 

Показникова функція )sin(cos yiyee xz   
 

Тригонометричні функції 
2

cos
iziz eez


 ,  

i
eez

iziz

2
sin


 , 

tg
z
zz

cos
sin

 ,   ctg
z
zz

sin
cos
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Закінчення таблиці 
Гіперболічні функції 

ch
2

zz eez


 ,  sh
2

zz eez


  

th z=sh z ∕ ch z,  cth z=ch z ∕ sh z 
 

Логарифмічна функція Ln  kkzizz ),2(argln Z 
 

Головне значення логарифма zizz arglnln   
 

Обернені тригонометричні 
функції 

Arccos iz  Ln )1( 2  zz , 
Arcsin iz  Ln )1( 2ziz  , 

Arctg
2
iz  Ln

zi
zi


 , Arcctg

2
iz  Ln

zi
zi


  

 
 

2.2. Диференціювання функцій комплексної змінної 
 

Основне 
поняття 

Означення 

Похідна 
функції )(zf  у 
точці 0z  

0

0
0

)()(lim)(
0 zz

zfzfzf
zz 





 

Область Зв’язна відкрита множина точок комплексної площини 

Однозв’язна та 
багатозв’язна 
області 

Область D, у якої внутрішність довільної замкненої кривої 
(без точок самоперетину), що лежить у D, цілком належить 
області D, називають однозв’язною. Якщо ця умова не 
виконується, область багатозв’язна 

Аналітична 
функція 

Функція аналітична в точці, якщо вона диференційовна в цій 
точці й деякому її околі. Функція аналітична в області, якщо 
вона диференційовна в кожній точці цієї області 

 
Критерій диференційовності 

Умови Коші – Рімана існування похідної функції ),(),()( yxivyxuzf  : 

y
v

x
u






 ,      

x
v

y
u






 . 

 
Формули для похідної диференційовної функції 

x
vi

x
uzf








 )(
y
ui

y
v








 . 



6 

 
2.3. Інтегрування функцій комплексної змінної 

 

 
L

dzzf )( 



n

k
kkz

zf
k 10max

)(lim . 

 
Властивість Умова 

Зв’язок із 
криволінійним 
інтегралом 2-го 
роду 

  
L L

dyyxvdxyxudzzf ),(),()(  
L

dyyxudxyxvi ),(),(  

 

Зв’язок із 
визначеним 
інтегралом 

 
  ,),(: ttzL  

 
L

dzzf )( 




 dtttf )())((  
 

Формула 
Ньютона–
Лейбніца 

Якщо )(zf  аналітична в області D , F − первинна для f , 
21 , zz D  

 
2

1

)()()( 21

z

z

zFzFdzzf  

 
Якщо )(zf  аналітична в області D  Теорема Коші 

 
D  − однозв’язна і кусково-
гладка замкнена крива 

DL  , то 
 
L

dzzf 0)(  

 
D  − багатозв’язна й 
обмежена кусково-гладкими  
кривими nLLL ,...,, 10 , то 

 
0

)(
L

dzzf  


n

k LK

dzzf
1

)(  

 

Формула Коші  
Для аналітичної функції 

)(zf  

dz
zz
zf

i
zf

L
 


0

0

)(
2
1)( ,  

де точка 0z  перебуває 
всередині кривої L  
 

 
Для похідної )()( zf n ,  n N 

dz
zz
zf

i
nzf

L
n

n  


1
0

0
)(

)(
)(

2
!)( , 

де точка 0z  перебуває 
всередині кривої L  
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3. Ряди аналітичних функцій 
3.1. Степеневі ряди і ряди Лорана 

Основне поняття Означення 

Степеневий ряд k

k
k zzc )(

0
0





 ,  zzck ,, 0 C 

Радіус збіжності 
n

nn
c

R



lim

1  

Круг збіжності Rzz  0  

Ряд Тейлора n

n

n

zz
n

zf )(
!

)(
0

0

0
)(






 

Ряд Лорана 





n

n
n zzc )( 0  




 



ndz

zz
zf

i
c

zz
nn ,

)(
)(

2
1

0

1
0

Z, Rr   

Правильна частина ряду 
Лорана 






0

0 )(
n

n
n zzc  

Головна частина ряду Лорана 





1

0 )(
n

n
n zzc  

 

Теорема Тейлора 
Будь-яку функцію )(zf , аналітичну в крузі Rzz  0 ,  R0 , можна 

розкласти в цьому крузі у збіжний до неї ряд Тейлора. 
 

Теорема Лорана 
Будь-яку функцію )(zf , аналітичну в кільці Rzzr  0 ,   Rr0 , 

можна розкласти в цьому кільці у збіжний до неї ряд Лорана. 
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3.2. Розкладання деяких функцій у степеневий ряд в околі точки 00 z  

Розкладання Область збіжності 







0 !n

n
z

n
ze  z C 











0

12

)!12(
)1(sin

n

n
n

n
zz  z C 







0

2

)!2(
)1(cos

n

n
n

n
zz  z C 

sh 









0

12

)!12(n

n

n
zz  z C 

ch 





0

2

)!2(n

n

n
zz  z C 











0

1

1
)1()1ln(

n

n
n

n
zz  1z  

n

n

n z
z 






 0

)1(
1

1  1z  







 01
1

n

nz
z

 1z  

 
4. Ізольовані особливі точки. Лишки 

 
4.1. Основні поняття 

Основне 
поняття 

Означення 

Ізольована 
особлива точка 

Точку 0z  називають ізольованою особливою точкою функції 
)(zf , якщо функція )(zf  аналітична в деякому околі цієї 

точки , за винятком самої точки 0z  

Нуль функції Точку 0z  називають нулем n-го порядку функції )(zf , якщо 
0)(...)()( 0

)1(
00   zfzfzf n ,  0)( 0

)( zf n  

Лишок Лишком аналітичної функції )(zf  в ізольованій точці 0z  
називають комплексне число 

res 



rzz

dzzf
i

zf
0

)(
2
1)( 0  

(у крузі rzz  0  немає інших особливих точок) 
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4.2. Класифікація ізольованих особливих точок функції 
 

Тип точки Границя функції 
)(zf  у точці 0z  

Головна частина ряду Лорана функції )(zf  

Усувна 


Czf
zz

)(lim
0

 Відсутня 

Полюс 
порядку m N 




)(lim
0

zf
zz

 
Містить скінченну кількість доданків 







1

0 )(
mn

n
n zzc , 0mс  

Істотно 
особлива 
точка 

)z(flim
0zz

не існує 
Містить нескінченну кількість доданків 







1

0 )(
n

n
n zzc  

 
 
 

 

4.3.Обчислення лишку функції в ізольованих особливих точках 
 

Точка Лишок 

0z  − скінченна точка res 10 )(  сzf  
0z  − усувна точка res 0)( 0 zf  

res )( 0zf ))()((lim 0
0

zfzz
zz




 

0z  − простий полюс )1( m  Зокрема, якщо 
,0)(),()()( 0  zzzzf 0)( 0  z ,  0)( 0  z , 

 то res )( 0zf )()( 00 zz   

0z  − полюс порядку m res )( 0zf ))()((lim
)!1(

1
01

1

0

zfzz
dz
d

m
m

m

m

zz


 




 

0z  res 10 )(  сzf  
 
 

4.4. Обчислення інтегралів за допомогою лишків 
 

Теорема Коші про лишки 
Якщо функція )(zf  аналітична на межі L області D і всередині неї, за 

винятком скінченної кількості особливих точок nzzz ,...,, 21 , то  





n

kL

izf
1

2)( res )( kzf . 

0z  полюс порядку m  
 

функції )(zf  

0z  нуль порядку m  

функції 
)(

1)(
zf

zg   
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Обчислення інтегралів від функції дійсної змінної 





2

0

)sin,(cos dxxxR  

1,20
2

1sin,
2

1cos

,,

22











zx
iz

zx
z

zx

ix
dzdxze ix

 









 


1

22

2
1,

2
11

z z
dz

iz
z

z
zR

i
= 





1

1 )(1
z

dzzR
i 




n

k 1
2 res )(1 kzR . 

 
У наведених нижче інтегралах підсумовування здійснюють за всіма 

особливими точками ),...,2,1( nkzk   верхньої півплощини )0(Im kz . 

1. 




dxxf )( 



n

k
i

1
2 res )( kzf . 

2. 




 dxxfxi )()exp( 



n

k
i

1
2 res ))()(exp( kk zfzi .  

3. 




xdxxf cos)( 



n

k
i

1
2(Re res ))()(exp( kk zfzi . 

4. 




xdxxf sin)( 



n

k
i

1
2(Im res ))()(exp( kk zfzi . 

 
 

5. Завдання для самостійного виконання 

1. Обчислити: 

1. 10( 6 2)i  . 

2. 117(1 )i . 

3. 11( 18 6)i . 

4. 14(2 2 )i . 

5. 111( 15 5)i  . 

6. 210( 36 6 )i . 

7. 15( 121 11 )i  . 

8. 7(1 / 3 / 3)i . 

9. 3(12 12 )i . 

10. 21( 7 )i . 

11. 30( 6 6 )i  . 

12. 11( 2 2 )i  . 

13. 4( 3 3)i  . 

14. 54( 9 3)i  . 

15. 48(10 10 )i . 

16. 120( 36 6 )i . 
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17. 13( 121 11 )i  . 

18. 17(1 / 3 / 3)i . 

19. 33(12 12 )i . 

20. 121( 7 )i . 

 
2. Знайти всі розв’язки рівнянь:  

1. 3 8 0z i  . 

2. 5 3 0z i   . 

3. 11 11 11 0z i   . 

4. 32 80 0z   . 

5. 54 87 0z i  . 

6. 48 28 0z i  . 

7. 13 2 2 0z i   . 

8. 10 8 8 0iz i   . 

9. 113 16 16 0z i   . 

10. 53 1 0z i   . 

11. 21 0z i  . 

12. 62 55 0iz   . 

13. 32 6 2 0z i   . 

14. 33 2 6 0z i   . 

15. 22 5 0iz   . 

16. 28 8 0z i  . 

17. 15 2 2 0z i   . 

18. 11 8 8 0iz i   . 

19. 32 16 16 0z i   . 

20. 39 1 0z i   . 

 

3. Перевірити на диференцiйовнiсть функції:  

1. ( ) zf z e . 

2. ( ) Re( )f z z z . 

3. ( ) | |f z z z . 

4. ( ) | |f z z z  . 

5. ( ) z zf z e e  . 

6. ( ) z zf z e e  . 

7. ( ) Im( )f z z z . 

8. ( ) Im( ) Re( )f z z i z  . 

9. ( ) Re( ) Im( )f z z i z  . 

10. ( ) Re( ) Im( )f z z z  . 

11. Im( )( ) zf z e . 

12. 2( )f z z . 

13. ( ) Im( )/ | |f z z z . 

14. ( ) 2f z z z  . 

15. ( ) Im( ) Re( )f z z z  . 

16. ( ) Re( ) Im( )f z z i z  . 

17. ( ) Re( ) Im( )f z z z  . 

18. Im( )( ) zf z e z  . 

19. ( ) Im( )f z z z . 

20. 2( ) | |f z z z . 
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4. Розкласти функцію ( )f z  у ряд Лорана у кільці.  

1. 2 ( 1)( ) sin zf z z
z

 
 , 0 | |z   . 

2. 2

1( )
4

f z
z




, 2 2 | 2 |z    . 

3. ( ) sin
1

zf z
z




, 0 | 1|z    . 

4. 2

1( )
4

f z
z




, 2 2 | 2 |z i    . 

5. 3 ( 3)( ) cos zf z z
z

 
 , 0 | |z   . 

6. 2

1( )
( 2) ( 1)

f z
z z


 

, 1 | | 2z  . 

7. 2

1( )
( 4)( 2)

f z
z z


 

, 2 | |z   . 

8. 2

1( )
( 3)

f z
z z




, 1 | 1| 2z   . 

9. 
1

2 1( ) zf z z e  , 0 | 1|z    . 

10. 2

1( )
( 1)

f z
z z




, 1 | 1| 2z   . 

11. 3 1( ) sin zf z z
z

 
 , 0 | |z   . 

12. 1( )
( 1)( 2)

f z
z z z


 

, 1 | | 2z  . 

13. 1( )
( 1)( 2)

f z
z z z


 

, 1 | 2 | 2z   . 

14. 
2

1
( 1)

( )
( 1)

zef z
z






, 0 | 1|z    . 

15. 3

1( )
( 2)

f z
z




, 1 | 1|z    . 

16. ( ) cos
1

zf z
z




, 0 | 1|z    . 

17. 2

1( )
4

f z
z




, 2 2 | 2 |z i    . 

18. 3 ( 2)( ) cos zf z z
z

 
 , 0 | |z   . 

19. 3 ( 1)( ) sin zf z z
z

 
 , 0 | |z   . 

20. 1( )
( 1)( 2)

f z
z z z


 

, 1 | | 2z  . 

 
5. Знайти особливі точки функції ( )f z  і з’ясувати їх характер.  

1. ( )
1 cos

zf z
z




. 

2. 2( )
1 z

zf z
e




. 

3. 
2

1 cos( )
sin

zf z
z


 . 

4. cos( / )( )
1

zf z
z





. 

5. 
2

1

( )
1

zef z
z






. 

6. ctg( ) zf z
z

 . 

7. tg( ) zf z
z

 . 

8. 3 2 4

1( )
( 4)

f z
z z




. 

9. 1( )
(2 cos )

f z
z z




. 

10. 3

tg( ) zf z
z

 . 

11. 
1

2( )
1

z
zef z

z






. 

12. ( )
1 z

zf z
e




. 
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13. 
1

1

( )
1

z

z

ef z
e






. 

14. ( )
2z

zf z
e




. 

15. 
2

3

( 1)( )
( 2)
zf z
z





. 

16. 2

ctg( ) zf z
z

 . 

17. 3 2 4

1( )
( 9)

f z
z z




. 

18. 1( )
(4 sin )

f z
z z




. 

19. 
2

1 cos( )
sin

zf z
z


 . 

20. cos( / )( )
1

zf z
z





. 

 
6. Знайти лишки функції ( )f z .  

1. 2c g( ) tf z z . 

2. 2( )
1

zef z
z




. 

3. t( g) zf z
z

 . 

4. 2( )
( 1)( 2)

zf z
z z


 

. 

5. 1( ) sin
1 1

zf z
z z




 
. 

6. ct( ) g zf z
z

 . 

7. 
1
1( )

z
zf z ze

 . 

8. 2( )
2 cos

zf z
z




. 

9. ( )
2z

zf z
e




. 

10. 2 2

1( )
( 1) ( 1)

f z
z z


 

. 

11. 2 2

1( )
( 4) ( 2 )

f z
z z i


 

. 

12. 2 2

1( )
( 1) ( 1)

f z
z z


 

. 

13. ( )
3 sin

zf z
z




. 

14. 2 1( ) sinf z z
z

 . 

15. 
1

4( ) zf z z e . 

16. 2( g) tf z z . 

17. 2( )
1

zef z
z




. 

18. 2( )
2 sin

zf z
z




. 

19. ( )
2z

zf z
e




. 

20. 2 2

1( )
( 1) ( 1)

f z
z z


 

. 

 

7. Обчислити 
2

0

( )R x dx


 : 

1. 1( )
4 cos

R x
x




. 

2. 
2

1( )
( 5 cos )

R x
x




. 

3. 
2

1( )
(4 cos )

R x
x




. 

4. 1( )
4 sin 5

R x
x




. 
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5. 1( )
3 5 sin

R x
x




. 

6. 
2

1( )
(4 3cos )

R x
x




. 

7. 1( )
sin 2

R x
x




. 

8. 1( )
5 3cos

R x
x




. 

9. 1( )
13 12 sin

R x
x




. 

10. 1( )
7 sin

R x
x




. 

11. 
2

1( )
(11 sin )

R x
x




. 

12. 
2

sin( )
(4 cos )

xR x
x




. 

13. cos( )
5 3 sin

xR x
x




. 

14. 1( )
sin 2

R x
x




. 

15. 
2

sin( )
(5 4 cos )

xR x
x




. 

16. 
2

1( )
(4 3sin )

R x
x




. 

17. 1( )
cos 2

R x
x




. 

18. 1( )
5 3sin

R x
x




. 

19. 1( )
13 12 cos

R x
x




. 

20. 1( )
5 3cos

R x
x




. 

 

8. Обчислити ( )R x dx



 : 

1. 2 2

1( )
( 1)

R x
x




. 

2. 
2

2 2

1( )
( 4 13)

xR x
x x




 
. 

3. 2 2

1( )
( 1)( 10)

R x
x x


 

. 

4. 2 2

1( )
( 2)( 4)

R x
x x


 

. 

5. 2 2

1( )
( 4)

R x
x




. 

6. 2 2

1( )
( 1)( 9)

R x
x x


 

. 

7. 2 2

1( )
( 2 2)

R x
x x


 

. 

8. 
2

4

1( )
4

xR x
x





. 

9. 
2

2 2( )
( 1)( 9)

xR x
x x


 

. 

10. 
2

1( )
2 2

R x
x ix


 

. 

11. 
2

1( )
4 5

R x
x ix


 

. 

12. 
4 2

1( )
8 16

R x
x x


 

. 

13. 
2

4 2
( )

8 16
xR x

x x


 
. 

14. 
2

4 2
( )

5 4
xR x

x x


 
. 

15. 
2

1( )
2 2

R x
x ix


 

. 

16. 2 2

1( )
( 4)( 9)

R x
x x


 

. 

17. 2 2

1( )
( 2)( 16)

R x
x x


 

. 

18. 2 2

1( )
( 9)

R x
x




. 
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19. 2 2

1( )
( 1)( 16)

R x
x x


 

. 20. 2 2

1( )
( 2 2)

R x
x x


 

. 

 

9. Обчислити ( )i xe R x dx



 : 

1. 1  , 
2

1( )
2 2

xR x
x x




 
. 

2. 1  , 
2

1( )
2 2

R x
x ix


 

. 

3. 1  , 
2

1( )
4 5

R x
x ix


 

. 

4. 1  , 
2

3( )
6 109
xR x

x x



 

. 

5. 3   , 
2

1( )
2 5

xR x
x x




 
. 

6. 1   , 
4 2

1( )
8 16

R x
x x


 

. 

7. 1  , 2 2( )
( 4)

xR x
x




. 

8. 2  , 2 2( )
( 1)

xR x
x




. 

9. 1  , 2 2

1( )
( 9)

xR x
x





. 

10. 2  , 
2

1( )
2 2

xR x
x x




 
. 

11. 1  , 
2

( )
2 17
xR x

x x


 
. 

12. 2  , 
2

1( )
4 5

xR x
x x




 
. 

13. 1  , 
2

( )
2 10
xR x

x x


 
. 

14. 1  , 
2

( )
2 10
xR x

x x


 
. 

15. 3  , 
2

( )
4 20
xR x

x x


 
. 

16. 2  , 
2

( )
2 10
xR x

x x


 
. 

17. 1  , 2 2

1( )
( 16)

xR x
x





. 

18. 3  , 
2

1( )
2 2

xR x
x x




 
. 

19. 1  , 
2

( )
2 2
xR x

x x


 
. 

20. 2  , 
2

1( )
2 5

xR x
x x




 
. 

 

10. Обчислити інтеграли cos ( )x R x dx



  і sin ( )x R x dx




 : 

1. 2  , 2 2

1( )
( 1)

R x
x




. 

2. 1  , 
2

( )
2 17
xR x

x x


 
. 

3. 2  , 
2

1( )
2 2

xR x
x x




 
. 

4. 5  , 2 2

1( )
( 1)

R x
x




. 

5. 3  , 
2

1( )
2 5

xR x
x x




 
. 

6. 4  , 
2

1( )
4 5

xR x
x ix




 
. 

7. 8  , 
2

1( )
2 2

R x
x ix


 

. 

8. 1  , 
2

( )
2 10
xR x

x x


 
. 

9. 1  , 
2

( )
4 20
xR x

x x


 
. 

10. 2  , 
2

1( )
16

R x
x




. 
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11. 3  , 
4

( )
4

xR x
x




. 

12. 2  , 
2

1( )
2 2

xR x
x x




 
. 

13. 2  , 
2

1( )
4 5

xR x
x x




 
. 

14. 5  , 
2

( )
2 10
xR x

x x


 
. 

15. 4  , 
2

( )
2 10
xR x

x x


 
. 

16. 2  , 
2

( )
25

xR x
x




. 

17. 2  , 
2

1( )
2 2

xR x
x x




 
. 

18. 3  , 2 2

1( )
( 4)

R x
x




. 

19. 3  , 
2

1( )
4 5

xR x
x ix




 
. 

20. 2  , 
2

1( )
2 2

R x
x ix


 

. 
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